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法政大学大学院デザイン工学研究科建築学専攻修士課程 
 
In this paper, in order to apply Hybrid-type Penalty Method to problems like thermal crack of glass and 
MOR technique, I develop flat shell element. First, I derive a hybrid virtual work equation based on the 
governing equation of general three dimensional elastic problems. Next, I will arrange the assumptions for 
reducing the order to the two-dimensional problem that is the basis of the flat shell element. Furthermore, the 
displacement field of the in-plane deformation is expressed as a linear function, the displacement field of the 
out-of-plane deformation is expressed by a quadratic function, and by synthesizing them, the displacement 
field of the flat shell element is assumed. By substituting these relationships into the hybrid type virtual work 
equation, the discretization equation of the flat shell element is derived. Finally, we evaluate the performance 
of the flat shell element proposed in this study by simple numerical example.  
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１． はじめに 
近年，Model Order Reduction (MOR) 手法と呼ばれる手
法が注目を浴びている[1]．これは，モデルを低次元化す
ることでより計算処理の効率化を図る技術で，設計の初
期段階において，構造物等の大まかな特性を短時間に把
握する手法である．例えば，図 1 に示すように，CAD モ
デルを有限要素法（FEM : Finie Element Method）によりモ
デル化する場合，詳細なモデル化ではソリッド要素を用
いてメッシュ分割が行われるが，簡略モデル化では，平
板シェル要素などの次数を低減した要素を用いれば，短
時間に解析結果を得ることができる． 
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図 1 有限要素法によるモデル化 
 
平板シェル要素は，この他にも，板ガラスの熱応力解
析のように面内力と面外力を同時に受けるような問題の
解析にも便利に利用することができる．図 2 はガラスの
熱割れの状態を示した写真である．このような現象を面
内変形問題，あるいは面外変形問題として解析しても写
真のようなひび割れを表現した結果得られない．これは，
図 3 に示すように，面内変形状態と面外変形状態の両者
のモードが同時に発生するために生ずるものと考えられ
る．このような場合も平板シェル問題として解析するこ
とが可能である． 
 
 
図 2 ガラスの熱割れ 
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(a) 面内変形問題    (b) 面外変形問題 
図 3 薄板の変形状態 
一方，構造物や部材の安全性を評価するためには，構
造部の破壊状態や破壊荷重を調べる必要があるが，ひび
割れなどの進行型の破壊問題を解析する場合，不連続部
の扱いが複雑になるという傾向がある．こういった課題
を解決するため，ハイブリッド型ペナルティ法（HPM：
Hybrid-type Penalty Method）が提案されている[2].HPM を
MOR 手法に利用できれば，構造設計の初期段階において，
概略の破壊特性を知ることができ，安全性評価に有責な
情報をもたらすことが可能になる． 
HPM では，構造物の簡略モデル化に必要な骨組要素は
すでに開発済みである[3]．また，平板をモデル化するた
めの平板要素も開発済みとなっている[4]．しかし，図 1
に示すような簡略化では，面内変形に加えて面外変形が
同時に発生する平板シェルモデルが必要となるが，HPM
の平板シェル要素は未開発となっている．そこで，本研
究では，複雑な3次元モデルに対してMOR手法を適用し，
構造設計の初期段階において構造物の安全性を評価する
ことを目的に，HPM の平板シェル要素を開発する． 
 
２．基礎方程式の誘導 
（１）三次元弾性論の支配方程式 
三次元問題における支配方程式は以下のようになる． 
 
 (釣り合い方程式)   (1) 
 (応力-ひずみ関係)         (2) 
 (ひずみ-変位関係)   (3) 
 
ここで，  は応力ベクトルであり，  は物体力，また，  
は微分作用素であり，  は構成行列， はひずみベクトル，
 は以下に示す変位ベクトルである． 
（２）ハイブリッド型仮想仕事式 
式(1)に幾何学的境界条件 を満たす仮想
変位 を乗じて領域 について積分し，M 個の部分領域 
の和とした仮想仕事式は以下のように表せる． 
 
 (4) 
 
 
図 4 領域 と部分領域 ，  
 
図4に示すように，隣接する2つの部分領域 と の
共通の境界を とし，以下の変位の連続性 
 
  (5) 
を付帯条件として Lagrange の未定乗数 を用いて 
 
   (6) 
 
と表し，仮想仕事式に導入すると，以下のような付帯条
件付きの仮想仕事式を得る． 
 
 
      (7) 
 
（３）3 次元 2 次変位場 
領域 を 3 次元ユークリッド空間の有界領域とし，2 次
の変位場  について考えてみる．いま，ある領域  
に着目し，変位  を点  
についてテーラー展開し，剛体変位並びにひずみによっ
て表すと以下のように 3 次元 2 次変位場を得る． 
 
 (8) 
 
３．面内問題・面外問題と平板シェルの仮定 
（１）面内問題 
 3 次元モデルを 2 次元状態，すなわち平板でモデルを表
現する場合について考えてみる．平板の変形を扱う問題
には図 5(a)のように平面内に荷重が作用し，面内変位が
生じる面内問題と，図(b)のように，厚さ方向の面外力を
加え，面外変形が生じる面外問題がある． 
 
      
    (a) 面内問題      (b) 面外問題 
図 5 平面問題 
 
面内問題には，十分に薄い平板が面内荷重を受ける平
面応力状態と，十分に長い柱が側面に一様な荷重を受け
る平面ひずみ状態がある．本研究では薄板状態の平板を
扱うことから，平面応力状態を適用する．平面応力状態
では厚さが十分に薄く，自由に変形できる平板において 
平面に荷重を受ける状態で z 方向の応力を 0 と仮定する
ため，  を仮定する． 
（２）面外問題 
 図 5(b)のように面外荷重が作用する場合，Kirchhoff 理
論に基づき 2 次元的に扱うことができる．Kirchhoff 理論
において平板とは，図 6 に示すように，中立面を基準面
として，厚さ t の弾性体を肉付けした物である．中立面
の挙動に弾性体が従うものと仮定すると，平板は基準面
の挙動として 2 次元的に扱うことができる． 
zx
y 中立面
t
 
図 6 面外荷重が作用する平板 
 
 ここで，Kirchhoff の仮定は以下の通りである． 
(ⅰ) 板厚以上の変形をしない微小変形である 
  (2.5.2) 
(ⅱ) 基準面は不伸張である． 
  のとき  (2.5.3) 
(ⅲ) 法線保持  (2.5.4) 
(ⅳ) 法線の長さは一定  
(ⅴ) 法線方向の応力は省略   
 
（３）平板シェル 
 平板シェル要素では図 7 のように変形するものとし，
面内変形の変位  と面外変形の変位  を足したも
のを平板シェル要素における変位として扱う．すなわち，
平面応力の仮定と面外荷重が作用する平板の仮定の両方
の仮定を有するモデルである． 
 
面外変
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平板シェル要素の変形 ＝ 面内変形＋板曲げ変形 
図 7 平板シェルの変形 
 
この関係を式で表現すると以下のようになる．実線で囲まれ
た変位が面内変形による変位，点線で囲まれた変位が板曲げ
変形による変形でこれらを加えたものが，本研究で提案する
平板シェル要素の変位である． 
 
  (9) 
 
４．平板シェル要素の開発 
（１）平板シェル要素の自由度と変位場 
本研究では，面内変形平面問題と面外変形平面問題を
合成することで平板シェル要素の開発おこなう．したが
って，本章で開発する平板シェル要素の自由度は，平面
要素の自由度と平板要素の自由度を重ね合わせた自由度
となる．図 8 は自由度の関係を示したものである．図(a)
が平面応力問題，図(b)は板曲げ問題で，図(c)が本章で提
案する平板シェル問題の自由度である． 
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(a) 平面応力問題の自由度  (b) 板曲げ問題の自由度 
 
(c) 平板シェル問題の自由度 
図 8 自由度 
 
このとき，面内変形問題の変位場と面外変形問題の変
位場は以下のとおりである． 
 
（面内変形問題） 
 (10) 
 (11) 
(面外変形問題) 
 (12) 
 
これを面内変形の剛体変位，ひずみ，面外変形の剛体
変位，ひずみ勾配で整理して以下のように表す． 
 
  (13) 
 
 一方，平板シェルの変位場は式(9)で表せる．そこで式
(10)～(12)を式(9)に代入して平板シェル要素の変位場を
求めると以下のようになる． 
 
  (14) 
 
一方，部分領域 (要素 e)内のひずみについては，面
内変形におけるひずみ と面外変形におけるひずみ
を用いて以下のように表される． 
 
   (15) 
  ，  
（３）要素合成と要素内応力 
3次元問題における応力－ひずみ関係の式(2)に対して，
平面応力状態を仮定した場合の応力ひずみ関係を誘導す
ると以下のようになる． 
 
      (16) 
 
ここで，  は構成行列を表している．式(15)から式(16)
は次のように表される． 
 
 (17) 
 
この応力を板厚方向に積分すれば面内方向の要素内力が
以下のように求められる． 
 
 
   (18) 
 
ただし，  
この結果は平面応力状態の応力－ひずみ関係に板厚 t
を掛けた状態であり，式(18)を成分表示すると平面応力状
態の応力－ひずみ関係と一致する． 
 一方，要素内モーメントは式(17)の応力に板厚方向の関
数 z を掛けて，板厚について積分することによって求め
ることができる． 
 
 
  (19) 
 
ただし，  
式(18)を成分表示すると曲げ問題の要素内モーメントの
関係と一致する． 
（４）平板シェル問題の Lagrange の未定乗数 
 平板シェル要素における任意の点の全体座標系
で表された変位 は式(14)で与えられる．こ
れは，次のように変形することができる． 
 
  (20) 
 
この変位を図 9 に示す局所座標系  の変位 
 に座標返還すると以下のようになる． 
 
  (21) 
 
ここで，  は要素 (e) の境界 < s > に関する座標変換
行列である． 
 
図 9 全体座標系と局所座標系 
 
以上の関係を用いると，隣接する 2 要素 と の境
界 における相対変位 は以下のよ
うに表される． 
 
 
           (22) 
 
ハイブリッド型ペナルティ法において，Lagrange の未定
乗数は物理的には表面力を意味しており，隣接する部分
領域 と における共通の境界 上の表面力を以
下のように表す． 
 
   (23) 
 
ここで，  は表面力と相対変位を関係づける行列であ
り，上式を成分表示すると以下のようになる． 
 式(23)は，式(22)より以下のように表すことができる． 
 
  (24) 
 
これは，Lagrange の未定乗数の値が，面内変形要素から
求まる表面力と面外変形要素から求まる応力を加え合わ
せたものになることを意味している． 
（４）離散化方程式の誘導 
3 次元問題に対するハイブリッド型仮想仕事の式(7)を
基に，解くべき離散化方程式を誘導する．はじめに式(7)
の第一項の離散化について述べる．いま，第一項は次の
ように表すことができる． 
  
 
 
 (25) 
ここで，  は z の 1 次関数であるため， と
の積を板厚方向(z)について積分すると 0 となる．したが
って，式(25)は以下のように表される． 
 
 
 (26) 
式(26)の右辺第一項は面内変形に関するもの，第二項は
面外変形に関するものを表している．いま，第一項の面
内変形に関する項について整理すると以下のように表さ
れる． 
 
 
 (27) 
ただし，  
 
同様に，第二項の面外変形に関する項は，以下のよう
に表される． 
 
 
 (28) 
ただし，  
 
以上から，ハイブリッド型仮想仕事の式(7)の第一項は
次のように離散化される． 
 
 
 (29) 
 
いま，全部分領域における自由度を並べた一次元配列
を とすると，各部分領域 に関する自由度  な
らびに，仮想変位 以下のように関連付けられる． 
 
  (30) 
  (31) 
 
ここで  は，全部分領域における自由度と着目部分
領域における自由度を関連付ける行列である． 
このとき，式(29)は次のように表される． 
 
  (32) 
ここで， 
  (33) 
  (34) 
 
いま，平板シェルの変位場の式(14)と同様に，仮想変位を
以下のように仮定する． 
 
  (35) 
 
このとき，ハイブリッド型仮想仕事の式(7)の第二項，
第三項は，以下のように表される． 
 
 
 (36) 
ただし， 
  (37) 
  (38) 
 
以上を整理して以下のように表す． 
 
  (39) 
 
ここで， 
  (40) 
 
以上から，ハイブリッド型仮想仕事の式(7)における仮
想仕事の部分は，以下のように整理できる． 
 
  (41) 
 
次に，ハイブリッド型仮想仕事の式(7)の付帯条件に関
する項の離散化について述べる．この項は，式(6)でも展
開したように，以下のように表すことができる． 
 
  (42) 
 
一方，相対変位  は，式(22)に示したとおり，以
下のように表される． 
 
  (43) 
 
したがって，式(43)を用いれば，式(43)は以下のように表
される． 
 
 
 (44) 
 
式(44)の第一項の積分部分は 
 
 (45) 
ただし，  
一方，式(44 の第二項の積分部分は 
 
 (46) 
ただし，  () 
 
いま，部分領域境界面  に関する自由度  
ならびに，仮想変位 は，全部分領域における自由
度と着目部分領域境界面に関係する自由度を関連づける
行列  を用いて以下のように関係づけられる． 
 
  (47) 
  (48) 
 
これらの関係を用いて，s 番目の境界  に関する付
帯条件の式(44)の第一項を整理すると以下のように書く
ことができる． 
 
 (49) 
ここで， 
 (50) 
 
一方，部分領域境界面  に関する自由度  な
らびに仮想変位 についても，全部分領域における
自由度と着目部分領域境界面に関係する自由度を関連づ
ける行列  を用いて以下のように関係づけられる． 
 
  (51) 
   (52) 
 
これらの関係を用いて，s 番目の境界  に関する
付帯条件の式(44)の第二項を整理すると以下のように書
くことができる． 
 
  
 (53) 
ここで， 
  (54) 
 
ハイブリッド型仮想仕事の式(7)の付帯条件の式(44)は
式(49)および式(53)より以下のように表される． 
 
  (55) 
 
したがって，ハイブリッド型仮想仕事の式(7)の離散化
方程式は式(41)および式(55)から以下によって求められる． 
  (56) 
 
ここで，M は部分領域（要素）の数，N は，隣接する部
分領域の境界の数を表している．いま，仮想変位  は
任意であることから，以下の離散化方程式が得られる． 
 
  (57) 
 
ただし， は以下の通りである． 
 
  
 
 
 以上のように，本研究で提案する平板シェル要素は，
面内変形の離散化方程式と面外変形の離散化方程式を合
成すれば良いことが分かる． 
 
５．数値計算例 
これまで展開してきた HPM の平板シェル要素におけ
る解の精度を簡単な数値計算例により検証する．図 10は，
解析に用いたモデルが示されている．本モデルは，長さ
100mm，幅 20mm で板厚が 4mm の薄板で，左側が拘束さ
れている．荷重は左端の辺に沿って面内荷重と面外荷重
が作用する．材料定数は図に示すとおりで，梁モデルに
よる解析解との比較のため，ポアソン比が 0 の場合も解
析する． 
 
 
図 10 解析モデル 
 
 解析ケースとしては，図 10 に示す載荷状態に応じて
以下の 3 ケースを設定した． 
 
CASE-1：面内荷重  が作用する場合 
CASE-2：面外荷重  が作用する場合 
CASE-3：面内荷重と面外荷重が同時に作用する場合 
 
ただし，ここで示した荷重値は合力で，この荷重値を図
の薄板の右端部境界辺に沿って分布させ作用させた． 
図 11 は要素分割と境界条件を示した図である．解析領
域は，対称性を考慮して上限半分とした．要素分割は，
図に示すように，10×10 (mm)の正方形をクロスがけする
ように分割した． 
 
   
(a) 面内方向の境界条件 
 
(b) 面外方向の境界条件 
図 11 要素分割と境界条件 
 
図 11(a)は，面内方向に対する境界条件で，左端部はスラ
イドとしている．これは，アルゴリズムチェックのため，
面内方向の変形においてポアソン比の影響か均一になる
ようにするためである．一方，図(b)は面外方向に対する
境界条件で，左端部は固定としている． 
 
（１）CASE-1（面内荷重）の解析結果 
 図 12 は面内荷重が作用した場合のポアソン比が 0 の
変形モードを示した図である． 
 
 
図 12 ポアソン比 0の場合の変位モード 
 
右端の変位  は，本手法によるシュミュ
レーション結果であり，  は解析解である．両者の
誤差は 0.01%以下であった．本論文で提案した平板シェル
要素は，面内方向に関しては 1次の変位場を用いている．
HPM の 1 次の変位場は FEM における定ひずみ要素同じ
精度を有しているが，本平板シェル要素も面内方向につ
いては，同じモデルと考えることができ，精度も同等の
性能を有している． 
 
 
図 13 ポアソン比 0.3 の場合の変位モード 
 
図 13 は，面内荷重が作用した場合のポアソン比が 0.3
の変形モードを示した図である．本モデルのような境界
条件の設定では，引張方向の変位にポアソン比を掛けた
ものが横方向の変位となるが，図に示すように，本平板
シェル要素においてもそういった結果が得られており，
ポアソン比の影響が正しく評価できている． 
 
（２）CASE-2（面外荷重）の解析結果 
図 14 は面外荷重が作用した場合のポアソン比が 0 のた
わみ曲線を示した図である． 
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図 14 面外荷重が作用した場合のたわみ曲線 
 
図の横軸は薄板の左端からの距離を示しており，縦軸
はたわみを表している．図中の○印が，本平板シェル要
素のたわみで，要素図心での値を表している．一方，実
線は梁理論によるたわみ曲線を示しており，本要素モデ
ルによる解とほぼ一致している．本モデルによる右端の
最大たわみ を，梁理論による解  
と比較した結果，誤差は 0.26%以下であり，高い精度の結
果が得られた．梁理論では，たわみ曲線は 3 次の多項式
で表されるが，本平板シェルモデルでは 2 次の変位場を
用いている．そういった意味では，梁理論に比べて精度
が落ちることになるが，本解析結果は，十分に細かい要
素分割を行えば，精度が向上することを示している． 
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図 15 面外荷重が作用した場合のたわみ角 
 
図 15 は面外荷重が作用した場合のポアソン比が 0 のた
わみ角を示した図である．図の横軸は薄板の左端からの
距離，縦軸はたわみ角を表している．図中の○印が，本
平板シェル要素のたわみ角で，要素図心での値を表して
いる．一方，実線は梁理論によるたわみ角を示しており，
本要素モデルによる解とほぼ一致している． 
 図 16 は面外荷重が作用した場合のポアソン比が 0 の
要素境界辺上の曲げモーメント分布を表している．HPM
では，隣接要素の変位の連続性を，ペナルティ関数を用
いて導入している．図の○印は，本手法による曲げモー
メントである．図の縦軸はこの曲げモーメントを表して
おり，横軸は図 14 と同様，薄板の左端からの距離を示し
ている．実線が梁理論による解析解であるが，本モデル
の曲げモーメント○印と解析解は，図のみならず数値で
見ても一致する結果となっている． 
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図 16 要素境界面の曲げモーメント 
 
一方，図 17 は面外荷重が作用した場合のポアソン比が
0 の要素内の曲げモーメント分布である．縦軸は要素図心
における曲げモーメントの値である．図中の○印が，本
平板シェル要素の要素内曲げモーメントを，実線が梁理
論による解析解を示している．本モデルの曲げモーメン
トと解析解は，数値で見ても一致する結果となっている． 
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図 17 要素内モーメント 
 
（３）CASE-3（面内荷重＋面外荷重）の解析結果 
図 18は面内荷重と面外荷重が同時に作用した場合ポア
ソン比が 0 の変形状態を示した図である．横軸は水平変
位を 10 倍して求めた平板の水平位置，縦軸はたわみ量を
しめしている．横方向のスケール拡大した変形後の形状
図的な表現となっている． 
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図 18 面内荷重と面外荷重が作用した場合の変形状態 
 
本平板シェル要素の定式化からも理解できるように，本
結果は，（１）の水平変位と（３）たわみを合成した値
となっており，提案した定式化どおりの結果が得られた． 
６．まとめ 
 HPM における平板シェル要素の開発を行った．はじめ
に面内変形問題および面外変形問題の変位統合し，平板
シェル要素の変位を導出した．次に，HPM における平板
シェル要素の仮想仕事式を離散化した．最後に，開発し
た平板シェル要素の評価のため，数値計算を行った．数
値 計 算 で は (1)CASE-1 ： 面 内 荷 が 作 用 す る 場 合
(2)CASE-2：面外荷重が作用する場合(3)CASE-3：面内荷
重と面外荷重が同時に作用する場合の 3 ケースに分けて
行った．また，梁モデルによる解析解とのとの比較を行
うため，ケース 1 にてポアソン比が 0 の場合と 0.3 の場合
で検証を行った．ケース 1 では，本平板シェル要素が面
内方向に関してFEMにおける定ひずみ要素と同程度の性
能を有していることが示された．また，ポアソン比の影
響に関しても正しく評価できていることが示された．ケ
ース 2 では，面外方向に関して最大のたわみを梁理論に
よる解と比較した結果，十分に細かい要素分割を行うこ
とで高い精度が得られることが示された．また，たわみ
角，曲げモーメント分布に関して，梁理論による解とほ
ぼ一致しているという結果が得られた．ケース 3 では，
本平板シェル要素の水平変位とたわみから算出された変
形状態を示し，提案した定式化通りの結果が得られてい
ることが示された． 
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